
2.1. 行列式的定义



平行四边形的面积

以平面向量 α = (a11, a12) 和 β = (a21, a22) 为邻边的平行四边
形的面积是多少？
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S OEDC + S ABDE = S OABC

分别以 OC,ED 为底边， OABC 的高为 OEDC 在 OC 上的
高和 ABDE 在 ED 上的高的和。



因此

S OEDC = S OABC − S ABDE

在 OABC 中，以 AO 为底，则对应的高为 C 的横坐标，即
a11, 因此

S OABC = |OA| · a11 = a22a11 = a11a22

在 ABDE 中，以 AE 为底，则对应的高为 D,E 的纵坐标之
差，即 α 的纵坐标 a12, 因此

S ABDE = |AE| · a12 = a21a12 = a12a21

所以

S OEDC = a11a22 − a12a21



我们定义

V(α,β) = a11a22 − a12a21

注意到

V(α,β) = −V(β,α)

因此 V(α,β) 不总非负，但可以验证对所有的情形，平面向量

α,β 形成的平行四边形面积为 V(α,β) 的绝对值。

例

计算由 α = (1, 2),β = (3, 4) 形成的平行四边形的面积。



V(α,β) 的基本性质如下：

1 V(λα,β) = V(α, λβ) = λV(α,β), ∀λ ∈ R;
2 V(α1 +α2,β) = V(α1,β) + V(α2,β);
3 V(α,β1 + β2) = V(α,β1) + V(α,β2);
4 V(α,α) = 0；

5 当 α = (1, 0),β = (0, 1) 时，V(α,β) = 1.



对就的直观解释:
1 其中一个向量变为原来的 λ 倍，它们形成的平行四边形的

“带符号的面积”也变为原来的 λ 倍;
2 β 不变，α 为两个向量 α1,α2 的和，那么 α 为邻边的平行

四边形在底边 β 上的“带符号的高”为分别以 α1 为邻边的

平行四边形, 以 α2 为邻边的平行四边形在底边 β 上的“带

符号的高”的和，从而“带符号的面积”V(α,β) 也是

V(α1,β) 与 V(α2,β) 的和;
3 与 (2) 类似，α 不变，β 为两个向量 β1,β2 的和，那么“带

符号的面积”V(α,β) 是 V(α,β1) 与 V(α,β2) 的和;
4 如果两个向量相等，那么以它们为邻边的平行四边形的面积

为零;
5 x 轴和 y 轴的单位向量形成的平行四边形的“带符号的面
积”为 1.



问题

对于三个空间向量 α,β,γ, 我们是否可以类似的定义其“带符号
的体积”V(α,β,γ) 呢？

实际上，对所有正整数 n，以及由 n 个 Rn 中的“向量”

α1,α2, · · · ,αn

每个向量都有 n 个坐标, 即对每个 i = 1, 2, · · · ,n

αi = (ai1, ai2, · · · , ain)

我们都可以定义 V(α1,α2, · · · ,αn), 使得它满足与上面提到的性
质类似的性质。



我们希望 V(α1, · · · ,αn) 满足如下性质：

(1) (多重线性) 对任意 i = 1, 2, · · · ,n, λ ∈ R, 有

V(α1,α2, · · · , λαi, · · · ,αn) = λV(α1,α2, · · · ,αn);

对任意 i = 1, 2, · · · ,n, α1,α2, · · · ,αn,β ∈ Rn, 有

V(α1,α2, · · · ,αi + β, · · · ,αn)

=V(α1,α2, · · · ,αi, · · · ,αn) + V(α1,α2, · · · ,β, · · · ,αn).

(2) (反对称性) 如果 α1,α2, · · · ,αn ∈ Rn 中有两个向量相同，

那么

V(α1,α2, · · · ,αn) = 0.

(3) (规范性) V(e1, e2, · · · , en) = 1, 对 i = 1, 2, · · · ,n, 有

ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)T,

其中 1 在第 i 个位置.



有趣的是，如果 V(α1, · · · ,αn) 满足上述性质，交换其中两个向

量的位置，它将改变符号，实际上，假设 αi = αj, 且 i < j, 则

0 =V(· · · ,αi +αj, · · · ,αi +αj, · · · )

=V(· · · ,αi, · · · ,αi, · · · ) + V(· · · ,αi, · · · ,αj, · · · )

+ V(· · · ,αj, · · · ,αi, · · · ) + V(· · · ,αj, · · · ,αj, · · · )

=V(· · · ,αi, · · · ,αj, · · · ) + V(· · · ,αj, · · · ,αi, · · · ),

从而有

V(· · · ,αi, · · · ,αj, · · · ) = −V(· · · ,αj, · · · ,αi, · · · ).



由于每个向量 αi 都可以写成

αi = ai1e1 + ai2e2 + · · ·+ ainen =

n∑
k=1

aikek

根据多重线性和反对称性，可以得到

V(α1,α2, · · · ,αn) =V
( n∑

i1=1

a1i1ei1 ,
n∑

i2=1

a2i2ei2 , · · · ,
n∑

in=1

aninein

)

=

n∑
i1,i2,··· ,in=1

V(a1i1ei1 , a2i2ei2 , · · · , aninein)

=

n∑
i1,i2,··· ,in=1

a1i1a2i2 · · · aninV(ei1 , ei2 , · · · , ein)

=
∑

i1,i2,··· ,in互不相同
a1i1a2i2 · · · aninV(ei1 , ei2 , · · · , ein).



因此我们需要确定

V(ei1 , ei2 , · · · , ein)

其中 i1, i2, · · · , in 互不相同，从而为 1, 2, · · · ,n 的一个排列。
由于交换两个向量的位置会改变 V 的符号，因此，如果排列
i1i2 · · · in 经过 m 次交换才能变成 12 · · · n, 则

V(ei1 , ei2 , · · · , ein) = (−1)mV(e1, e2, · · · , en) = (−1)m

问题

1, 2, · · · ,n 的一个排列 i1i2 · · · in 经过多少次交换才能变成
12 · · · n 呢？特别的，是奇数次还是偶数次呢？



例

在排列 451263 中，可通过如下操作

将 1 依次与它前面比它大的 4, 5 交换，得到 145263;

将 2 依次与它前面比它大的 4, 5 交换，得到 124563;

将 3 依次与它前面比它大的 4, 5, 6 交换，得到 123456.

共进行了 2 + 2 + 3 = 7 次交换，因此

V(e4, e5, e1, e2, e6, e3) = (−1)7 = −1



一般地，对于 1, 2, · · · ,n 的排列 σ，假设排列中 i 前面比 i 大的
数的个数为 mi, 记

mσ = m1 + m2 + · · ·+ mn

则排列 σ 可经过 mσ 次对换变为 12 · · · n:

将 1 与其前面比 1 大的数依次交换，对过 m1 次对换；

将 2 与其前面比 2 大的数依次交换，对过 m2 次交换；

· · · · · · · · · · · ·

mσ 称为排列 σ 的逆序数，例

如:m451263 = 2 + 2 + 3 + 0 + 0 + 0 = 7

定理

若排列 σ 经过 m 次交换变为 12 · · · n, 则 m 与 mσ 奇偶性相同。



因此，满足多重线性、反对称性和规范性的 V 必为

V(α1,α2, · · · ,αn) =
∑

排列i1i2···in
(−1)mi1i2···in a1i1a2i2 · · · anin

其中

αi = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, · · · ,n

备注

可以验证这个 V 的确满足多重线性、反对称性和规范性！



例

对于 α1 = (1, 2, 3), α2 = (−2, 1, 2), α3 = (4, 7, 9). 计算
V(α1,α2,α1)，计算这个三个向量形成的平行六面体的体积。



对 n 阶矩阵 A, 我们称∑
排列i1i2···in

(−1)mi1i2···in a1i1a2i2 · · · anin

为 A 的行列式, 记为 det(A) 或 |A|.

备注

如果记 αi 为 A 的第 i 行, 则 det(A) = V(α1,α2, · · · ,αn).



例

1, 2 只有两个排列，偶排列为 12, 奇排列为 21, 因此二阶行列式∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.



1, 2, 3 的排列中偶排列有 123, 231, 312, 奇排列有 132, 213, 321,
因此三阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
的值为

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
−a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.

用下图来记忆 (实线对应的项符号为正，虚线对应的项符号为负)

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



假设

A =


3 2 −1

1 0 5

2 −3 4

 .

利用上面的方法，我们得到

|A| =3× 0× 4 + 2× 5× 2 + (−1)× 1× (−3)

− 3× 5× (−3)− 2× 1× 4− (−1)× 0× 2

=0 + 20 + 3− (−45)− 8− 0 = 60.



A 的转置矩阵为

AT =


3 1 2

2 0 −3

−1 5 4

 .

经过简单计算可以发现 |AT| 也等于 60. 这并非偶然，实际上，
任何方阵都与其转置矩阵有同样的行列式。

命题

方阵 A 与其转置矩阵 AT 行列式相同。



例

求下三角矩阵

A =


a11
a21 a22
... ... . . .

an1 an2 · · · ann


的行列式。


